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Prébna matura rozszerzona (jesienn 2014 r.)
Zadanie 14 — kilka innych rozwigzan

Wojciech Guzicki

Zadanie 14. Wykaz, ze jezeli a, B i v sa katami wewnetrznymi tréjkata oraz
sin? a + sin? 3 < sin® v,

to cosy < 0.
Rozwigzanie. Sposéb 1. Poniewaz o, 3 i v sg katami wewnetrznymi tréjkata, wiec

v =180° — (a + ).

Zatem
siny =sin(a+ ) oraz cosy = —cos(a+ ).

Nasze zalozenie przybiera wiec postaé
sin a + sin® 8 < sin?(a + ).

Nalezy za$ udowodnié, ze cos(a + ) > 0. Przeksztalcamy w tym celu teze w sposéb
réwnowazny (korzystajac z tego, ze sina > 01 sin 3 > 0):
sin? o < sin®(a + ) — sin? 3,

sin® o < (sin(a + B) + sin B) - (sin(a + B) — sin 3),

sin® o < 2sin CTOHB (et B =F o (@tB =B (atBH+F
2 2 2 2
2 2
sin? o < 2sin + ﬁcosg~2singcosa+ ﬁ,
2 2 2
2 2
sin2a<281na+ 6cosa+ 6-2singcosg,

2 2 2 2
sin® a < sin(a + 23) - sina,
sina < sin(a + 20),
0 < sin(a 4+ 28) — sina,
(@+20)—a __(a+28)+a
cos )
2 2
0 < 2sin B cos(a + 3),
0 < cos(a+ f3).

0 < 2sin

To konczy dowodd.

Rozwigzanie. Sposéb I1. Wykorzystamy wzoér na pole tréjkata. Niech P oznacza pole
trojkata i niech a, b i ¢ beda bokami tréjkata lezacymi naprzeciw katow «, G 1 v. Mamy
wowCzas

. . 2 . 2P
sina = —, sinff=— oraz siny=—.
be ac ab
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Dowodzona nieréwno$é¢ przyjmuje zatem postac

42 42 42
b2c2 + a?c? < a2b?’

Te nieréwnos¢ tatwo doprowadzamy do postaci
a? + % <P
Ta ostatnia nierownosé jest to dokladnie warunek konieczny i wystarczajacy na to, by

kat v byt rozwarty, czyli by cosy < 0.

Rozwigzanie. Sposéb III. Najpierw przeksztatcamy dowodzong nieréwnos$é¢ w sposdb
rownowazny:

sin? o 4 sin? 8 < sin? ~,
2o —sin? 3 > —sin? 7,
1 —sina+1—sin?f > 2 —sin’~,

cos® o+ cos? 3 > 1 + cos? 7.

—sin

Teraz umieszczamy dany tréojkat w uktadzie wspolrzednych. Przyjmijmy zatem, ze
mamy dany tréjkat ABC, w ktérym

ABAC =«, AABC = oraz LACB =~.
Umieéémy ten trojkat w uktadzie wspédlrzednych tak, by
C =(0,0), A= (1,0) oraz B = (a,b).
Mozemy przy tym przyjac, ze b > 0. Chcemy wykazad, ze kat AC'B jest rozwarty, czyli

ze a < 0.
yh

B=(a,b)

m a

C=(0,0) A=(1,0) z

Nastepnie mamy:
w=CA=[1,0, v=CB=[ab oraz W=AB =a—1,b].
Ze wzoru na cosinus kata miedzy wektorami otrzymujemy:

v a (—w)-w l1—a

= , cosa = =
@ T Ve w @ @] a1

cosy =
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oraz

gl

(@) (@) ala—1)+¥
|—w'| | —w] \/a2+b2-\/(a—1)2+b2'

Mamy zatem udowodni¢ nieréwnos¢

cos 3 =

&

(1—a)? (a(a — 1) +b2)? L
(a=1)2+b* (a2 +?) ((a—1)>+0?) a2+ b2

Po pomnozeniu obu stron nieréwnosci przez wspélny mianownik, wykonaniu dziatan po
obu stronach i redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy nieréwnosé

—2ab® > 0,

czyli a < 0. To konczy dowod.
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